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 الگوریتم 
مختصری در این باره را عینا از کتاب  دارد. خوارزمینام  منشا ازواژه الگوریتم به نظر 

 کنیم.جبر و مقابله وی نقل می

یعدل تسعة  عشرة أجذاره فمثل قولك مال و الأموال والجذور التی تعدل العدد فأما

معناه أی مال إذا زدت علیه مثل عشرة أجذاره بلغ ذلك کله تسعة  وثلاثین درهماً و

 .وثلاثین

هی فی هذه المسألة خمسة فتضربها فی مثلها فتکون  فقیاسه أن تنصف الأجذار و

 خمسة وعشرین فتزیدها على التسعة والثلاثین فتکون أربعة وستین فتأخذ جذرها و

هو جذر المال الذی  هو خمسة فیبقى ثلاثة و منه نصف الأجذار وهو ثمانیة فتنقص 

 .1المال تسعة ترید و

است. ترجمه سخن  𝑥2 معادل ، مالx معادل جذرجهت فهم مطلب اصطلاحات 

 . 2آوریمخوارزمی را در ادامه می

 شوند: ها و جذرهایی که با عددی برابر میاما مال»

شود، جذر از آن مال، با سی و نه درهم برابر میاگر بگویی: یك مال، به اضافة ده 

مقصود آن است که اگر به مالی به اندازة ده جذر از آن مال افزوده شود مجموع آن 

 شود سی و نه درهم.می

مقدار نصف آن در این مسئله پنج  –راه حل آن چنین است: باید جذرها را نصف کنی 

ضرب ی، در این صورت حاصلو آن نصف را در مانند خودش ضرب کن –شود می

گاه این عدد را بر سی و نه بیفزایی، مجموعه شصت و چهار شود. آنبیست و پنج می

                                                           
 م 830 ،ش 209 ،ق 215جبر و مقابله  ،یالخوارزم یمحمد بن موس -بخش شش از 1
 1363 وجم،یخد نیجبر مقابله، حس ،یم خوارزم 2



 تحلیل و پیچیدگی زمان

4 

 

گاه نیمی از شمارة جذرها شود، آنهشت می گیری،شود، سپس جذر این عدد را میمی

 ماند، و همینکنی که در نتیجه سه باقی میرا که عبارت باشد از پنج، از آن کم می

 سه، جذر مال مورد نظر است، و آن مال نه است. عدد 

تلخیص سخن شیخ: توصیف الگوریتم برای حل نوع خاصی از معادلات درجه دو با 

𝑥2استفاده از مثال  + 10𝑥 = 39. 

𝑥2 + 10𝑥 = 39 ⟹ (𝑥 + 5)
2
= 39 + 25 = 64; 

𝑥 + 5 = 8 ⟹ 𝑥 = 3; 𝑥2 = 9 

 

 های حل الگوریتمی دانست. توان از نمونهروش حل بالا را می

ها از زمانی که اطلاع داریم و از زمانی پیش از اطلاق نام الگوریتم وجود الگوریتم

 اند. ها وجود داشتهبدان

شود. منجر به تلاش افرادی روش حل خوارزمی با ترجمه به لاتین و اروپا منتقل می

شود. در نتیجه اندک اندک به معنای هر گونه روش محاسباتی با حساب عددی می

 شود.  صطلح میروشمند م
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و   برندمی نو که از نوشتن اعداد بهره« هایالگوری»منازعة بین  ناظر« روح حساب»

 . .3است یسنتی با جداول شمارش« اندازانچرتکه»

 واژة ای از مسائل است.معنی لغوی آن روش مخصوص حل دسته سخن کوتاه،

ال موارد زیر دو مثپرسشی که به دنبال پاسخی برای آن هستیم.  به معنای« مسئله»

 هستند. از مسئله

 مرتب کردن افزایشی فهرستی از چند عدد -

 بررسی حضور عددی در فهرست داده شده -

 تند. متر هسااند و معروف به پارمسئله دارای متغیرهایی است که مقدار معینی نگرفته

 آن فهرست و طولسازی: مترهای مرتباپار -

                                                           
 .یحیمس 1504 ش،ی، اثر گرگور راMargarita Philosophicaفلسفه  دیبرگفته از مروار 3
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 ن و عدد منظورفهرست و طول آهای جستجو: پارامتر -

که هر یك با تخصیص ای است که هر مسئله دارای ردهبه دلیل داشتن پارامتر، 

حل خوانیم. راهگردد. هر تخصیص خاص را یك نمونه میمتر تعیین میابه پار یمقدار

 ه است. ئله در رابطه با آن نمونسش مرسپاسخ به پ ای از یك مسئلهْنمونه

 ای از مثال نخستنمونه

𝑆فهرست  - = [10, 12, 1, 5, 14, 15, 𝑛و  [7 = . پاسخ آن 7

[1,5,7,10, 12,14, 15] 

 ای از مثال دومنمونه 

𝑆فهرست  - = [10, 12, 1, 5, 14, 15, 𝑛و  [7 =  . پاسخ آنx=5و  7

 «موجود است Sدر  xآری، »

ان توة معمول نمیبه شیوی هزاران عضو باشد. لزوما رست داراهفکنید حال فرض 

 اعمال کرد. توان در رایانه میرا ن انسانیایی ضپاسخ را یافت. همچنین شیوه اقت

ای را حل کند، نیاز به تدوین هایی از مسئلهای که نمونهجاد برنامه رایانهیجهت ا

دهی به هر نمونه داریم. رویه گام به گام جهت پاسخرویة عمومی و گام به گام 

 کند. کنیم که الگوریتم مسئله را حل میاظهار می و یتم خوانیمرا الگور

را با هر عضو فهرست  x الگوریتم مثال دوم. با شروع از عضو اول فهرست -مثال

سخ آری افت شد پاگر یایافته شود یا فهرست به اتمام رسد.  xتا  مقایسه کن

 دارای معایب زیر است: الگوریتم بالا وگرنه پاسخ نه.

 گوریتم پیچیده مانند شیوه بالا بودن نگارش المشکل  -

 الگوریتم حتی با وجود نوشتنسختی آگاهی خواننده از آن همچنین  -

تا حد های جدید ارای از آن )البته با ابزیف برنامهعدم امکان ایجاد توص -

 (.خوبی ممکن شده است
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س شود. پمی ی نمایش الگوریتم استفادهاپایتون برو زبان کد شبهاز ر نوشتة حاضر د

 تاکنون تعریفی شهودی از الگوریتم به دست داده شد. 

که مراحل مختلف انجام است ملی العردستو»در رایانش  تعریف غیرصوری الگوریتم

روشن  لحی را به زبان دقیق و با جزئیات کافی به نحوی بیان کند که ترتیب مرارکا

 «کار باشد.شو شرط خاتمة عملیات نیز آ

  .استشرط خاتمه با پذیر اجرا ،غیرمبهم ،ای متناهی از مراحلمجموعه ، الگوریتمپس

 الگوریتم است؟ «حدس» آیا -تمرین

 پذیرد.الگوریتم و مطالعة آن به دلایل زیر انجام می های مطالعه الگوریتم:زمینه

طراحی الگوریتم: اعم از استقراء ریاضی، تقسیم و غلبه، حریصانه،  -

راحی توان نگاه به طگرد، انشعاب و تحدید. البته مییسی پویا، پسنوبرنامه

بندی بر اساس فنون همچون یا طبقه ،الگوریتم را به دو صورت دید

یش سازی و پیماای خاص مانند مرتبنویسی پویا و یا توجه به مسئلهبرنامه

 گراف. 

 در صورتی درست استالگوریتم : ها()اثبات درستی الگوریتم اعتبارسنجی -

 خروجی متناظر درست را پاسخ دهد.  )هر نمونهْ( ازای هر ورودیْکه به 

 الگوریتم در زمان اجرا روی :)تحلیل مقدم، ارزیابی کارایی( تحلیل الگوریتم -

کند. ها استفاده میسازی برنامه و دادهپردازنده از حافظه جهت ذخیره

 و شود که میزان پیچیدگی زمانتحلیل الگوریتم به فرایندی اطلاق می

 کند. دگی فضا اجرای الگوریتم را بررسی مییپیچ

 سازیپیاده -

ی گیری کارای)اندازه یلینگ برنامهازدایی و پروفآزمون برنامه شامل اشکال -

 و تحلیل موخر(
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o فایلینگ: اجرای صحیح برنامه بر مجموعه داده ورودی و وپر

 تعیین زمان و فضای لازم برای محاسبه نتیجه

 هاالگوریتم

شامل دو نوع مستقیم و بازگشتی: هرگاه الگوریتم خود را فراخواند.  -

 است.  غیرمستقیم

 غیربازگشتی -

 بازگشتی مستقیم -مثال فیبوناتچی

Alg. Fib(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return Fib(n – 1) + Fib(n – 2) 

 a>b>0م دو عدد صحیح و مثبت و مب -مثال

Alg. BMM(a, b): 
 If b == 0:  
  return a 
 else: 
  return BMM(b, a % b)  

 X[0,…,n-1]در آرایه  xجستجوی کلید  -مثال

Alg. Jostejo(X, n, i): 
 if i >= n:  
  return Hich 
 else if X[i] == x: 
  return i  
 else: 
  return Jostejo(X, n, i + 1)  

 زیر استدر حالی که حالت غیربازگشتی جستجو به صورت  
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 X[0,…,n-1]آرایه بازگشتی بیشِ یافتن  -مثال

Alg. Bish(X, n, i): 
 if i < n - 1:  
  j = Bish( X, n, i + 1) 
  if X[i] > X[j]: 
   k = i 
  else: 
   k = j 
 else: 
  k = n  
 return k 

 الگوریتم بازگشتی یافتن بیش آرایه را تحلیل کنید.  -تمرین

یه را او همچنین یافتن بیش آر آرایهشبه کد غیربازگشتی یافتن کلید در  -تمرین

 های بازگشتی مقایسه کنید.بنویسید و با نمونه

 

 هاتحلیل الگوریتمالگوریتم کارآ و 
 جستجوی ترتیبی در مقابل جستجوی دودوئی -مثال

ال ات دنبگاهی اوق. کنیمرا بررسی میدر ادامه به یکی از مسائل مشهور الگوریتمی 

های زیر جهت گویند. از روش« جستجو»یافتن مقداری هستیم. به فرایند مذکور 

 شود. جستجو در فهرست استفاده می

adadha = [123, 45, 32, 76, 89, 45, 33, 90, 178] 
 
adadha.index(45) 
1 

 توان تعیین کرد. های آغاز و پایان بازة جستجو را میاندیس

adadha = [123, 45, 32, 76, 89, 45, 33, 90, 178] 
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adadha.index(45, 4, len(adadha)) 
5 

داند. گرایراد دستور بالا این است که در صورتی که مقدار در مجموعه نباشد خطا برمی

نیز جهت تعیین وجود مقداری در فهرست   not inو  inهمچنین، از عملگرهای 

 توان بهره برد. می

ه ای است. ببین رکوردها امری شایع در کارهای رایانه ناگفته پیداست جستجو در در

شود تا ریزنمرات شخص موردنظر بازیابی عنوان مثال، شماره دانشجویی جستجو میبه 

ه یتون را جهت جستجو نام بردایش ساختة پهای قبلی استفاده از توابع پشود. در مثال

کنیم. الگوریتم پایین ا میهسازی تابع آنها روی فهرست. در ادامه سعی بر پیادهشد

ظر کند کلید مدنکند و سعی میفهرستی و عددی را به نام کلید در ورودی دریافت می

را از بین اعداد فهرست جستجو کند و در صورتی که موجود باشد اندیس متناظرش 

 را برگرداند. 

// yaftan mqdar andis ba halqe tekrar 
#include <stdio.h> 

 

int jostejo_khatti(int* arr, int n, int klid) { 

   

    // halqe tekrar  baraye jostejoye mqdr klid 
    for (int i = 0; i < n; i++) { 

 

        // bargasht klid dar sorat yaftan 
        if (arr[i] == klid) { 
            return i; 
        } 
    } 
 
    // bargasht mqdari jahat elame nabod klid dar arraye 
    return -1; 
} 
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int main() { 
    int arr[] = { 10, 50, 30, 70, 80, 60, 20, 90, 40 }; 
    int n = sizeof(arr) / sizeof(arr[0]); 
    int klid = 9; 

 

    // frakhani jostejo_khatti()  
    int i = jostejo_khatti(arr, n, klid); 

 

    // chap mqdare brgashti ba jostejo_khatti() 
    if (i == -1) 
        printf("mqdar klide %d mojod nist", klid); 
    else 
        printf("mqdar klide %d dar andise: %d", klid, i); 

 

    return 0; 
} 

 

ها جستجو انجام خواهد در الگوریتم جستجوی اخیر در بدترین حالت به تعداد ورودی

 توانشد. اما اگر فهرست مرتب باشد و مقادیر از کوچك به بزرگ مرتب باشند می

های مهم جستجو که بدترین حالت را به میزان زیادی کاهش داد. یکی از الگوریتم

است. در « الگوریتم جستجو دودوئی»کمتری باشد  بدترین زمان جستجویدارای 

الگوریتم مذکور در ابتدا تعداد فهرست مشخص و سپس بر اساس آن اندیس عدد 

اگر  .ودشکند. مقدار کلید با عدد متناظر اندیس میانه مقایسه میمیانه را تعیین می

 شود و اگر کوچکتر باشد در نیمه چپ فهرست و اگراندیس برگردانده میبرابر باشند، 

در نیمة راست فهرست جستجو ادامه خواهد یافت. عمل مذکور در کلید بزرگتر باشد 

یابد. هر نیمه ادامه خواهد یافت. در واقع هر دفعه جستجو در نیمی از فهرست ادامه می

توان نشان داد که در بدترین حالت لگاریتمی در مبنای دو مقایسه انجام خواهد می

در جستجوی معمولی در  ،باشد 1000ول فهرست پذیرفت. به عنوان مثال اگر ط
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مقایسه انجام  10مقایسه، ولی در جستجوی درختی حداکثر  1000بدترین حالت 

خواهد یافت که بهبودی بسیار مناسب است. در ادامه جستجوی دودوئی را معرفی 

 کنیم. می

// yaftan mqdar andis dar arraye morattab 
#include <stdio.h> 
int jostejo_dodoei(int* arr, int n, int klid) {   
    // halqe tekrar  baraye jostejoye mqdr klid 
    int chap = 0; 
    int rast = n - 1; 
    int vst = -1; 
     while(chap <= rast) { 
 int vst = (chap + rast) / 2; 
  if(klid == arr[vst]){ 
      return vst;    
  } 
  else if(klid < arr[vst]){ 
      rast = vst - 1; 
  } 
  else{ 
      chap =  vst + 1; 
  } 
    }  
    // bargasht mqdari jahat elame nabod klid dar arraye 
    return -1; 
} 
int main() { 
    int arr[] = { 3, 5, 7, 9, 13, 17, 20, 30, 40, 60, 70, 80 }; 
    int n = sizeof(arr) / sizeof(arr[0]); 
    int klid = 95; 
    // frakhani jostejo_dodoei()  
    int i = jostejo_dodoei(arr, n, klid); 
 

    // chap mqdare brgashti ba jostejo_dodoei() 
    if (i == -1) 
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        printf("mqdar klide %d mojod nist", klid); 
    else 
        printf("mqdar klide %d dar andise: %d", klid, i); 
    return 0; 
}    

در ابتدا دو اندیس چپ و راست که معادل اندیس اولین مقدار و آخرین  ،پس       

ترین اندیس از اندیس راست کنیم.  تا زمانی که چپفهرست را تعریف می مقادیر

حلقهْ اندیس میانی برابر  دهیم. در هر تکرارِرا ادامه میکوچکتر یا مساوی باشد حلقه 

ر شود. اگر کلید بزرگتر از مقدار متناظمیانگین جز صحیح دو اندیس قبلی تعریف می

گیرد اندیس میانی باشد، پرچم اندیس چپ برابر با مقدار بعدی اندیس میانی قرار می

 و اگر کلید کوچکتر باشد مقدار اندیس راست برابر با اندیس قبل از اندیس میانی قرار

پس  گیرد. در غیر این صورت مقدار کلید و مقدار متناظر اندیس میانی برابرند،می

حلقه به پایان برسد و اندیسی در که شود. در صورتی اندیس میانی برگشت داده می

حلقه برگردانده نشود به معنای نبود مقدار کلید در فهرست است. در نتیجه پیام نبود 

 گردد. مقدار ایجاد می

ال قبل دیدیم که فهرست مرتب چه تاثیر بزرگی بر بهینگی الگوریتم جستجو در مث

ها در دو روش جستجو ترتیبی و جستجو هجدول مقایسه تعداد مقایسگذارد. می

( )لیست را مشاهده کنید. توجه کنید به دلیل استفاده از ساختار فهرست دودوئی

ر حالت کلی اندازه آرایه نوشته یتون در عنوان اندازه فهرست نوشته شده است ولی داپ

 شود. می

های جستجو تعداد مقایسه اندازه فهرست

 ترتیبی

های جستجو تعداد مقایسه

 دودوئی

128 128 8 

1024 1024 11 

1048575 1048575 21 

44294967296 44294967296   33 
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های چند مقداری مرتب باشند تا بتوان جستجو شود که ساختار دادهبنابراین سعی می

شود. ها میسازی چند مقداریمرتبدودوئی را روی آنها اعمال کرد. در نتیجه سعی بر 

سازی تاثیر فراوان در دانش و فن رایانه داشته است. در مطالب آینده مرتب ،همچنین

شوند. تفاوت آنها در میزان استفاده بهینه ی معرفی میسازچند نوع الگوریتم مرتب

 منابع سیستم شامل حافظه و زمان است.

عدد  کنیم.را بررسی می مثال تابع فیبوناتچیدر ادامه بررسی و تحلیل الگوریتم 

 کنیم:فیبوناتچی را به صورت زیر و بازگشتی حساب می

// Chap adade Fibonacci- bazgashti 
#include <stdio.h> 
 

// Tabe bazgashti 
int fibo_bazgashti(int n) { 
    if (n <= 1) { 
        return n; 
    } else { 
        return fibo_bazgashti(n - 1) + fibo_bazgashti(n - 2); 
    } 
} 
 

int main() { 
    int n; 
    printf("Adade: "); 
    scanf("%d", &n); 

 

    for( int i = 0; i <= n; i++){     
       printf("Adade Fibonacci(%d) = %d\n", i, fibo_bazgashti(i)); 
    } 
    return 0; 
} 
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گیرد و بسیاری از مقادیر را چندین بار محاسبه کرد. به برنامه بالا زمان زیادی را می

 اجرا نیست. جا دارای بهینگی زمان سخن دیگر، تابع بازگشتی لزوما در همه

 n 0 1 2 3 4 5 6مقدار 

 25 15 9 5 3 1 1 تعداد فراخوانی تابع

 ی الگوریتم بالا در شکل زیر رسم شده است. شتدرخت بازگ

 

زگشتی در درخت متناظر با الگوریتم بازگشتی فیبوناتچی اتعداد موارد ب -قضیه

𝑇(𝑛) > 2
𝑛

2 , 𝑛 ≥ 2  

 تمرین با استقرا -اثبات

 ةرا به صورت زیر نیز نوشت تا از مشکل حاصل از برنام فیبوناتچیتوان تابع می

 ر تکراری است. یبازگشتی جلوگیری کرد. روش ز

// Chap adade Fibonacci- araye 
#include <stdio.h> 
// Tabe  
int fibo2(int n) { 
    if (n <= 1) { 
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        return n; 
    } 
 int fibo[n]; 
 fibo[0] = 0; 
 fibo[1] = 1;  
 for( int i = 2; i <= n; i++){ 
     fibo[i] = fibo[i - 1] + fibo[i-2]; 
 }  
    return fibo[n];    
} 
 

int main() { 
    int n; 
    printf("Adade: "); 
    scanf("%d", &n); 
    for( int i = 0; i <= n; i++){     
          printf("Adade Fibonacci(%d) = %d\n", i, fibo2(i)); 
    } 
    return 0; 
} 

توان از استفاده از فهرست نیز اجتناب کرد. پس برنامه فیبوناتچی را به صورت زیر می

 کنیم. بازنویسی می

// Chap adade Fibonacci- araye 
#include <stdio.h> 
// Tabe  
int fibo2(int n) { 
    if (n <= 1) { 
        return n; 
    } 
  

    int fibo_qbli1 = 0; 
    int fibo_qbli2 = 1; 
    int fibo; 
    for( int i = 2; i <= n; i++){ 
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        fibo = fibo_qbli1 + fibo_qbli2; 
        fibo_qbli1 = fibo_qbli2; 
        fibo_qbli2 = fibo; 
    }  
    return fibo;    
} 
int main() { 
    int n; 
 printf("Adade: "); 
    scanf("%d", &n); 

 

 for( int i = 0; i <= n; i++){     
  printf("Adade Fibonacci(%d) = %d\n", i, fibo2(i)); 
 } 
    return 0; 
} 

10ی زمان چتنافرض هر مقدار فیبو زمان اجرای دو روش را بررسی کنید. -تمرین
−9

 

 ثانیه داشته باشد. 

 

لبه هستند. غ بازگشتی فیبوناتچی و الگوریتم جستجو دودوئی از نوع تقسیم والگوریتم 

وشن هایی راز چنین مثالریزی پویاست. الگوریتم تکراری فیبوناتچی از نوع برنامه

کند. شود که فنون متفاوت و آشنایی با آن نقش مهم در طراحی الگوریتم پیدا میمی

 است.  هاشیوهنسبت به دیگر  ای مناسبترهر یك در بعضی مسائل شیوه
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 پیچیدگی زمانی-تحلیل الگوریتم
ل مسئله، نیاز به تحلیل الگوریتم داریم. در حجهت تعیین میزان کارایی الگوریتم در 

از  هن استفادر تحلیل را پیش بردیم. روش صوری آکار قبلی به صورت غیرصوری کا

 تحلیل پیچیدگی است. 

 زیر است: تحلیل الگوریتم نیازمند موارد

 ،ایتعیین عملیات مورداستفاده شامل چهار عمل اصلی، دستورات مقایسه -

 ها، دستورات انتسابخواندن و نوشتن، فراخوانی پردازه

م از بهترین، متوسط، و عالات احتعیین مجموعه داده جهت بررسی همه  -

 رین زمان اجراءتبد

بال . مورد متقدم به دناستتحلیل موخر  متفاوت از تحلیل مقدم   در تحلیل الگوریتمْ

تعیین کران تابعی زمان اجراست و در مورد متاخر آمارهای مصرف زمان و حافظه را 

ر از تحلیل مورد متقدم است. بنابراین وکند. در درس جاری منظگزارش می

رابر بدهیم. ذخیره و بازیابی هر مقدار با دیگر مقادیر هایی را مدنظر قرار میسازیساده

های اولیه یا های مقداردهیکنیم. افزودگینویسی را وارد ماجرا نمیاست. زبان برنامه

در واقع هنگام بررسی کارایی الگوریتم به تعداد  گیریم.و نوشتن را در نظر نمی نخواند

ها به رایانه خاص مرتبط کنیم. زیرا تعداد چرخههای پردازنده توجه نمیحقیقی چرخه

های انجام یافته نیز نیستیم. صرفا ه بر آن به دنبال شمارش تمامی عملیاتاست. علاو

 نویسی مستقل است. در مثال قبلبه دنبال آنهایی هستیم که از رایانه، زبان، و برنامه

دیدیم که اندازه مسئله روی پاسخ تاثیر دارد. پس روش معمول استفاده از اندازه 

در تحلیل الگوریتم این است که زمان اجرای  ورودی است. به دیگر سخن، روش معیار

شود و کل زمان اجرا تقریبا متناسب با تعداد الگوریتم با اندازه ورودی افزایش می

اجرای عملیات پایه )مثلا مقایسه(  است. در نتیجه تحلیل کارایی الگوریتم با تعیین 

صرفا . شودتحلیل می ای بر اساس تابعی از اندازه ورودیتعداد دفعاتی که عملیات پایه

های شود. مثلا اگر تعداد ورودیسعی بر تحلیل مسئله بر اساس اندازه ورودی می
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مقدار مذکور  سباشد سعی بر گزارش تابعی از میزان زمان اجرا بر اسا nمسئله 

 شود. می

  -مثال

 ج ب الف

x = x + y 
for i ∈ n:  
      x = x + y 

for i ∈ n:  
      for j ∈ n: 
             x = x + y 

، و در حالت ج تعداد اجرا nرا برابر ، در حالت ب تعداد اج1تعداد اجرا  در حالت الف

 فعات اجرای تك تكبرابر تعداد داست. بنابراین مرتبه اجرای الگوریتم را  𝑛2برابر با 

 شود. ها تعریف میدستورالعمل

 توانرا می ورودیاندازه همچنین انتخاب ورودی نیز خود به نوع مسئله مرتبط است. 

 های زیر تعریف کرد. به صورت

ر ن دوسازی. یا تعداد سطر و ستتعداد اعضای فهرست مثل جستجو، مرتب -

 ضرب ماتریسی. 

مثال، برای تعیین به عنوان شود. ورودی با لحاظ دو مقدار حاصل  ةانداز -

بررسی  گراف دو مقدار تعداد راس و تعداد یالهای پیچیدگی الگوریتم

 شود. می

تعداد ، به عنوان مثالتعیین شود.  تعداد علائم موردنیازورودی با  ةانداز -

 .ها در فیبوناتچی بازگشتیبیت

ریتم هایی را که کار الگوتعیین اندازه ورودی، عملیات یا مجموعه عملیات از پس

اخیر را عملیات پایه  کنیم. مجموعهب میااد اجرای آنهاست را انتخدب با تعاسمتن

ر اساس اد تکرار عملیات پایه بدگی زمان الگوریتم برابر با تعیدپیچ لحلیخوانیم و تمی

 روش همیشه عملیات پایه است.  ةازی بهینسفرض بر پیادهورودی است.  ةمقدار انداز
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هترین عملیات پایه وجود ندارد. بلکه حاصل تصمیم و تجربه معینی برای انتخاب ب

شود. گاهی اوقات یك زند. معمولا ساختار کنترلی بررسی نمیاست و به هنر تنه می

ن به اجرای هر اتوتر میهی دقیقاآید. در نگتکرار از حلقه یك عملیات به حساب می

توان دو عملیات ازی میسمرتب. در تصور کردعمل پایه ر ماشین را به عنوان ودست

مقایسه و عملیات تخصیص را در نظر گرفت. چون ممکن است که میزان سربار هر 

 شود. می مورد یك متفاوت باشد سعی بر بررسی هر دو

اده تمامی دهای مذکور کنیم. در مثالچند مثال تحلیل پیچیدگی ساده را بررسی می

ظر انجام پذیرد. در این هنگام به دنبال یافتن شود تا عملیات و الگوریتم مدنده میید

 مقدار زمان اجرا هستیم. 

ها . عمل اصلی جمع. فارغ از مقدار ورودیداتعداد اعد nالگوریتم جمع اعداد:  -مثال

n دهد. پستکرار حلقه رخ می 𝑍(𝑛) = 𝑛 

 سازی تبادلیمرتب -مثال

Alg. MorattabSazi_Tabadoli(X[0,…,n-1], n):  
for i ∈ [0,…, n-1]: 
   for j ∈ [i+1,…,n-1]: 

   if X[i] < X[j]: 
    𝑋[𝑖] ↔ 𝑋[𝑗] 

 

// mortabsazzi taevizi 
#include <stdio.h> 

 

int morattabsazi_taevizi(int arr[], int n) { 

   

    int mvqt; 
    for (int i = 0; i < (n - 1); i++){ 
        for (int j = (i + 1); j < n; j++){ 
            if (arr[i] > arr[j]){ 
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 mvqt = arr[i]; 
 arr[i] = arr[j]; 
 arr[j] = mvqt; 
            } 
        } 
    }  
} 
 

int main() { 
    //int arr[] = {  70, 80, 60, 20, 90, 10, 50, 30, 40 }; 
    // int n = sizeof(arr) / sizeof(arr[0]); 
  

    // vorodi az karbar shemel tedad o aeza 
    int n; 
    printf("Tedade aeza: "); 
    scanf("%d",&n); 

     

    int arr[n]; 
    for(int i = 0; i < n; i++) 
    { 
        printf("adade %d-om : ",i); 
        scanf("%d",&arr[i]); 
    }  
    for(int i = 0; i < n; i++){   
        printf("%d ", arr[i]); 
    } 
    printf("\n"); 
    //farakhani tabe morattabsazi_taevizi 
    morattabsazi_taevizi(arr, n); 

 

    // chap mqdare morattab-shode      
    for (int i = 0; i < n; i++){   
        printf("%d ", arr[i]); 
    } 
    return 0; 
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} 

 است.  سازی تبادلیالگوریتم مرتبمقایسه عمل اصلی 

𝑍(𝑛) = (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + (𝑛 − 3) +⋯+ 1 =
(𝑛 − 1) 𝑛

2
 

𝑍(𝑛) عمل اصلی ضرب در حلقه داخلی، ضرب ماتریس = 𝑛3 

 الگوریتم یافتن بیش -مثال

Alg. YaftanBish(X[0,…,n-1], n):  
i = 1 
for j in [2,…, n-1]: 

       if  X[i] < X[j]:    
  i = j   

 دهید؟ چه روشی برای یافتن بیشینه فهرست با پیچیدگی کمتر پیشنهاد می -تمرین

 ممکن است کهگاهی اوقات  های قبلی صرفا وابسته به تعداد ورودی هستند. امامثال

پیچیدگی زمانی صرفا وابسته به اندازه ورودی مسئله نباشد. بلکه ممکن است بسته 

ر تمال در موقعیتی در ابتدا دو بسته به احبه مقادیر ورودی نیز باشد. به دیگر سخن، 

در بخش قبل مثال جستجو ذکر شد. ها ختم شود. یا در وسط مشاهده داده انتها

 از این نوع موارد است.  ترتیبی جستجوالگوریتم 

 :ترتیبیالگوریتم جستجوی 

z(n)بهترین زمان اجرا  = 𝑧(𝑛)آن برابر  بدترین زمان اجرااست. چرا؟  1 = 𝑛 

 آوریم. را به صورت امید ریاضی از طریق زیر بدست می متوسط زمان اجرااست. 

𝑧(𝑛) = ∑(𝑘 ×
1

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

=
1

𝑛
∑𝑘

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛

(𝑛 − 1) 𝑛

2
=
𝑛 − 1

2
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کلید در آرایه باشد زمان اجرای متوسط  مقدار یافتناحتمال برابر با  pدر صورتی که 

 تر بدست آورد. توان دقیقرا می

𝑧(𝑛) = ∑(𝑘 ×
𝑝

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

+ 𝑛 (1 − 𝑝) =
𝑝

𝑛

(𝑛 − 1) 𝑛

2
+ 𝑛 (1− 𝑝)

= 𝑛(1 −
𝑝

2
) −

𝑝

2
 

pاگر  -تمرین =
1

2
 مقدار چقدر خواهد شد؟ تفسیر آن چیست؟ 

ری مناسب گیتنهایی برای تصمیمن به یدر اینجا ذکر این نکته ضروری است که میانگ

یاد ی زئی ورداان باشند و یا داریمیانگ نیست. ممکن است تمامی مقادیر حول و حوش

گرنه ن مورد توجه کرد ونسبت به میانگین باشند. در طراحی الگوریتم نیز باید به ای

 راوان شود. فموجب خسارات ممکن است 

 

 مرتبه
کران جهت تعیین پیچیدگی زمانی  ةمحاسبو  گاه اوقات محاسبه دقیق لازم نیست

0.01𝑛2مثال کند. کفایت می > 100𝑛  به بعد تابع درجه دو میزان  10000از مقدار

ها بین درجات مختلف وتازمان بیشتری را مصرف خواهد کرد. یا در جدول زیر تف

نسبتا ناچیز است و  در مقادیر بزرگتران محسوس و ولی با بزرگترین درجه یکس

ای درجه دو را نمایش مثال زیر میزان رشد دو چندجملهتوان نادیده گرفته شوند. می

  دهد. می

1000 100 50 20 10 𝑛 

100000 1000 250 40 10 0.1n2 
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101100 1200 400 160 120 0.1n2 + 𝑛 + 100 

 

 

 برابر تعداد دفعات اجرای که مرتبه اجرای الگوریتم قبلا ذکر شد :نمادگذاری مجانبی

تحلیل الگوریتم شود. های پایه( تعریف میها )دستورالعملتك تك دستورالعمل

در ادامه نمادگذاری مجانبی را  پذیرد.معمولا با استفاده از توابع مجانبی انجام می

 کنیم. بررسی می

 : )بدترین حالت زمان اجرا( O اُمیکرون بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑐𝑔(𝑛)  

f(n) -مثال =  2n3 + 2n2 = O(n3)؟  c = n0و  4 = 2 

𝑓(𝑛) -مثال =  2𝑛3 + 2𝑛2 = 𝑂(𝑛4)؟  c = n0و  4 = 2 

 هستیم. بالایی نمعمولا به دنبال کوچکترین کرا

𝑓(𝑛)اگر  -قضیه = 𝑎𝑚𝑛
𝑚  + 𝑎𝑚−1𝑛

𝑚−1 +⋯+ 𝑎0, 𝑎𝑚 > گاه: آن، 0

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑛𝑚) 

 اثبات کنید.  -تمرین

 

  Oنتایج 

زمان اجرای آن گاه باشد آن 𝑓(𝑛)اگر تعداد اجرا دستوری در الگوریتمی  -

 است.  𝑂(𝑛𝑚) از مرتبة
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، ...، 𝑂(𝑛𝑚1) ،𝑂(𝑛𝑚2)بخش با مرتبه بزرگی  kارای د اگر  برنامه -

𝑂(𝑛𝑚𝑘) اه مرتبه بزرگی برنامه گباشد آن𝑂(𝑛𝑚)  است به طوری که

𝑚 = ,𝑚1,𝑚2)بیش … ,𝑚𝑘) 

 قانون جمع )حالت دوتائی( -

f1(n)ضرب: اگر قانون حاصل - = O(g1(n))  وf2(n) =

O(g2(n))  ،گاه آنf1(n)f2(n) = O(g1(n)g2(n)) 

- 𝑂(𝑓(𝑛))𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) 

- 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) 

- 𝑂(𝑐𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛)), 𝑐 > 0 

- 𝑂(𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)) = 𝑓(𝑛)𝑂(𝑔(𝑛)) 

- 𝑂(𝑓(𝑛)) + 𝑂(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑛) + 𝑔(𝑛)) 

𝑓(𝑛) -مثال = (4𝑛3 + 5𝑛2 + 7𝑛)(8𝑙𝑜𝑔𝑛)  از𝑂(𝑛3𝑙𝑜𝑔𝑛) 

 

 )بهترین زمان اجرا(  Ω امگا بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔(𝑛) ≤ 𝑓(𝑛)  

𝑓(𝑛) -مثال =  3𝑛3 + 2𝑛2 = 𝛺(𝑛3)؟  c = 𝑛0و  3 = 1 

ن بال بزرگترینبه دکنند ولی معمولا نیز در مثال اخیر صدق می 3nو   3𝑛2همچنین 

 کران پائین هستیم.
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 )میانگین زمان اجراء(  Θ تتا بزرگ نماد

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐1, 𝑐2, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐1𝑔(𝑛)

≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝑐2𝑔(𝑛)  

𝑓(𝑛)قضیه  = Θ(𝑔(𝑛))  اگر و تنها اگر𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))  و𝑓(𝑛) =

Ω(𝑔(𝑛)) 

f(n) -مثال = 3𝑛3 + 2𝑛2 = θ(n3)؟   

 

 oنماد 

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑓(𝑛) < 𝑐𝑔(𝑛)  

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 0 

7n2 -مثال + 8n + 3 = o(n3) 

7n2-مثال + 8n + 3 = O(n2)  7است ولیn2 + 8n + 3 ≠  𝑜(𝑛2) 

log(n) -مثال = o(n) 

𝑛𝑏 -تمرین نشان دهید که الف = 𝑜(𝑎𝑛)به ازای  -. بb>a>0  داریم𝑎𝑛 =

𝑜(𝑏𝑛). ج- 𝑎𝑛 = 𝑜(𝑛!). 

 

   ωنماد 

𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)) ⟺ ∃𝑐, 𝑛0: ∀𝑛 ≥  𝑛0 0 ≤ 𝑐𝑔(𝑛) < 𝑓(𝑛)  
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𝑓(𝑛)قضیه  = ω(𝑔(𝑛))  اگر و فقط اگر𝑔(𝑛) = 𝑜(𝑓(𝑛)) 

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= ∞ 

7n2 -مثال + 8n + 3 = ω(n)  7است ولیn2 + 8n + 3 ≠ 𝜔 (𝑛2) 

 n= ω(logn) -مثال

 

 -مثال

 O(n2) -الف

- 3nlogn + 8, 4n2, 5n + 7, 6n2 + 9, 2nlogn, n2 + 2n 

 Ω(𝑛2) -ب

- 4𝑛2, 4𝑛3 + 3𝑛2, 𝑛2 + 9, 6𝑛6 + 𝑛4, 5𝑛2 + 2𝑛, 2
𝑛
+ 4𝑛 

Θ(𝑛2) -ج = 𝑂(𝑛2) ∩ Ω (𝑛2) 

- 4𝑛2, 6𝑛2 + 9, 5𝑛2 + 2𝑛 
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 قضیه

lim
n→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= {

𝑐, 𝑐 > 0 , 𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)

0, 𝑓(𝑛) = o(𝑔(𝑛)

∞, 𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)

 

 سازی حبابیتحلیل الگوریتم مرتب -مثال

Alg. MorattabSazi_Hobabi(X[0,…,n-1], n):  
for i in [0,…, n-2]: 
   for j in [n-1,…, i +1]: 

   If X[j-1] > X[j] & i >=0: 
    (𝑋[𝑗 − 1] ↔ 𝑋[𝑗]) 

 سازیپیاده

// mortabsazzi hobabi 
#include <stdio.h> 

 

int morattabsazi_hobabi(int arr[], int n) { 

   

    int mvqt; 
    for (int i = 0; i < (n - 1); i++){ 
        for (int j = 0; j < n - i - 1; j++){ 
            if (arr[j] > arr[j + 1]){ 
 mvqt = arr[j + 1]; 
 arr[j + 1] = arr[j]; 
 arr[j] = mvqt; 
            } 
        } 
    } 
} 
 

int main() { 
    //int arr[] = {  70, 80, 60, 20, 90, 10, 50, 30, 40 }; 
    // int n = sizeof(arr) / sizeof(arr[0]); 
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    // vorodi az karbar shemel tedad o aeza 
    int n; 
    printf("Tedade aeza: "); 
    scanf("%d",&n); 
     

    int arr[n]; 
    for(int i = 0; i < n; i++) 
    { 
        printf("adade %d-om : ",i); 
        scanf("%d",&arr[i]); 
    } 
  

    for(int i = 0; i < n; i++){   
        printf("%d ", arr[i]); 
     } 
    printf("\n"); 

     

    //farakhani tabe morattabsazi_hobabi 
    morattabsazi_hobabi(arr, n); 

 

    // chap mqdare morattab-shode      
    for (int i = 0; i < n; i++){   
        printf("%d ", arr[i]); 
    } 
 

    return 0; 
} 

 الگوریتم بالا را حساب کنید.   حالت میانگین، بهترین حالت، بدترین حالت

 سازی درجیتحلیل الگوریتم مرتب

Alg. MorattabSazi_Darji(X[0,…,n-1], n):  
for j in [1,…, n-1]: 

  mqdar = X[j] 
  i = j - 1 
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 while mqdar < X[i]: 
   X[i +1] = X[i] 
   i = i - 1 
  𝑋[𝑗 + 1] = 𝑚𝑞𝑑𝑎𝑟 

 

// mortabsazzi darji 
#include <stdio.h> 
 

int morattabsazi_darji(int arr[], int n) {   
    int klid, mvqt, j; 
    for (int i = 1; i < n; i++){ 
        klid = arr[i]; 
        j = i - 1; 
        while (klid < arr[j] && j >= 0){ 
 arr[j + 1] = arr[j]; 
 j = j - 1; 
        } 
        arr[j + 1] = klid; 
    } 
} 
 

int main() { 
    int arr[] = {  70, 80, 60, 20, 90, 10, -50, 30, 40 }; 
    int n = sizeof(arr) / sizeof(arr[0]); 

      

    //farakhani tabe morattabsazi_darji 
    morattabsazi_darji(arr, n); 

 

    // chap mqdare morattab-shode      
    for (int i = 0; i < n; i++){   
        printf("%d ", arr[i]); 
    } 
    return 0; 
} 
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ای شمرده شود. بدترین حالت: صرفا کافی است تعداد دفعات اجرای دستور مقایسه

اره اجرا شود. در صورتی که آرایه نزولی مرتب شده باشد هنگامی که حلقه داخلی همو

بهترین حالت هنگامی است که حلقه داخلی هیچ وقت اجرا است.  𝑂(𝑛2)از مرتبه 

است. حالت  O(n)ها به صورت صعودی مرتب شده باشند و در نتیجه از نشود یا داده

 است. 𝑂(𝑛2)آن نیز از مرتبه  میانگین

  به صورت زیر هستند.  های بزرگی معمولمرتبه

𝑂 (1) < 𝑂(log 𝑛) < 𝑂(𝑛) < 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛) < 𝑂 (𝑛2) < 𝑂 (𝑛3)

< 𝑂(2
𝑛
) 

2رابطه  mو  nبا داشتن دو متغیر همچنین 
𝑛
≠ 𝑂(𝑛𝑚)  .اگر همیشه برقرار است

باله کند و همیشه دننمایی دو باشد الگوریتم بسیار بد عمل می ةکران پایین از مرتب

 ای هستیم. دیل آن به مسئلة چندجملهبنمایی و ت ةحل مسئل

 مرتبه های مقایسهخاصیت تابع

 (تعدیتراگذری ) -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = Θ(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = Θ(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = O(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = O(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = Ω(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = Ω(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = o(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = o(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = o(ℎ(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = ω(𝑔(𝑛)), 𝑔(𝑛) = ω(ℎ(𝑛)) ⟹ 𝑓(𝑛) = ω(ℎ(𝑛)) 

 بازتابی -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)) 
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𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = Ω(𝑓(𝑛)) 

 تقارن -

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = Θ(𝑓(𝑛)) 

 تقارن ترانهاده -

𝑓(𝑛) = O(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = Ω(𝑓(𝑛)) 

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) ⟺ 𝑔(𝑛) = ω(𝑓(𝑛)) 

 

توان با کوچکتر و بزرگتر و مساوی در دو مقایسه سه علامت امیکرون و امگا و تتا را می

 a<bیا  a=bیا از سه حالت  bو  aدو عدد حقیقی دو عدد متناظر دانست. مقایسة 

برای دو خارج نیستند که به سه شاخگی معروف است. هرچند سه شاخگی  a>bیا 

 nین مجانبی ب ةعدد ممکن است ولی برای توابع لزوما برقرار نیست، مثلا چنین رابط

 وجود ندارد.  𝑛1+sin𝑛و 

f(n)اگر  -قضیه = o(g(n)) گاه آن𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) − Ω (𝑔(𝑛)) 

𝑓(𝑛)تابع  -تمرین = {
𝑛, 𝑛زوج

1, 𝑛فرد
𝑓(𝑛)دهید   نشاناست.   = 𝑂(𝑛) − Ω(𝑛) 

𝑓(𝑛)ولی  ≠ 𝑜(𝑛). 
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 های تحلیل پیچیدگی مبتنی بر  روابط بازگشتیروش

 روش حدسی

  بازگشتی مستقیم -مثال فاکتوریل

Alg. Factorial(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return n * Factorial(n – 1) 

 

{
𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 1

𝑧0 = 0
 

𝑧1 = 𝑧1−1 + 1 = 𝑧0 + 1 = 0 + 1 = 1 

𝑧2 = 𝑧2−1 + 1 = 𝑧1 + 1 = 1+ 1 = 2 

𝑧3 = 𝑧3−1 + 1 = 𝑧2 + 1 = 2+ 1 = 3 

 پایه استقراء

𝑧0 = 0 

 فرض استقراء

𝑧𝑛 = 𝑛 

  گام استقراء

𝑧𝑛+1 = 𝑛 + 1 
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𝑧𝑛+1 = 𝑧(𝑛+1)−1
+ 1 = 𝑧𝑛 + 1 = 𝑛 + 1 

 

 جستجو دودوئی-مثال

{

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛
2
+ 1

𝑧1 = 1
 

𝑧2 = 𝑧2/2 + 1 = 𝑧1 + 1 = 1+ 1 = 2 

𝑧4 = 𝑧4/2 + 1 = 𝑧2 + 1 = 2+ 1 = 3 

𝑧8 = 𝑧8/2 + 1 = 𝑧4 + 1 = 3+ 1 = 4 

𝑧16 = 𝑧16/2 + 1 = 𝑧8 + 1 = 4+ 1 = 5 

𝑧𝑛 = log𝑛 + 1 

 پایه

𝑧1 = log 1+ 1 = 1 

 فرض

𝑧𝑛 = log𝑛 + 1 

 حکم 

𝑧2𝑛 = log 2𝑛 + 1 
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𝑧2𝑛 = 𝑧2𝑛/2 + 1 = 𝑧𝑛 + 1 = log𝑛 + 1 + 1

= log𝑛 + log 2+ 1 = log 2𝑛 + 1 

 

 مثال

{

𝑧𝑛 = 7𝑧𝑛
2

𝑧1 = 1
 

𝑧2 = 7𝑧2/2 = 7𝑧1 = 7 

𝑧4 = 7𝑧4/2 = 7𝑧2 = 7
2
 

𝑧8 = 7𝑧8/2 = 7𝑧4 = 7
3
 

𝑧16 = 7𝑧16/2 = 7𝑧8 = 7
4
 

𝑧𝑛 = 7
log𝑛

 

 اثبات کنید.  -ینرتم

 

𝑧𝑛 = 7
log𝑛

= 𝑛log 7 ≈ 𝑛2.81 

 -مثال
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{

𝑧𝑛 = 2𝑧𝑛
2
+ 𝑛 − 1

𝑧1 = 0
 

𝑧2 = 2𝑧2/2 + 2 − 1 = 2𝑧1 + 1 = 1 

𝑧4 = 2𝑧4/2 + 4 − 1 = 2𝑧2 + 3 = 5 

𝑧8 = 2𝑧8/2 + 8− 1 = 2𝑧4 + 7 = 17 

𝑧16 = 2𝑧16/2 + 16 − 1 = 2𝑧8 + 15 = 49 

 عدم امکان یافتن حدسی بابت یافتن معادله بسته

 معادله مشخصه احل بازگشتی ب

 

 بازگشت خطی همگن

  -تعریف

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k = 0 

 مثال

{
 

 𝑧𝑛 − 5𝑧𝑛−1 + 6𝑧𝑛−2 = 0

𝑧0 = 0

𝑧1 = 1
 

𝑧𝑛 = 𝑟
𝑛 

𝑧𝑛 − 5𝑧𝑛−1 + 6𝑧𝑛−2 = 𝑟
𝑛 − 5𝑟𝑛−1 + 6𝑟𝑛−2 = 0 
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𝑟𝑛 − 5𝑟𝑛−1 + 6𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−2 (𝑟2 − 5𝑟 + 6) = 0 

𝑟2 − 5𝑟 + 6 = (𝑟 − 3) (𝑟 − 2) = 0 

𝑧𝑛 = 3
𝑛
, 𝑧𝑛 = 2

𝑛
 

𝑧𝑛 = 𝑐3
𝑛
+ 𝑑2

𝑛
 

𝑧0 = 𝑐 + 𝑑 = 0 

𝑧1 = 3𝑐 + 2𝑑 = 1 

𝑐 = −1, 𝑑 = 1 ⟹ 𝑧𝑛 = 3
𝑛
− 2

𝑛
 

𝑎0𝑧𝑛 معادلة  -تعریف + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k = دارای معادله  0

𝑟𝑘مشخصة  + 𝛼1𝑟
𝑘−1 +⋯+ 𝛼𝑘𝑟

0 =  است.  0

𝑎0𝑧𝑛 معادلة  -قضیه + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k =   معادله مشخصة با 0

𝛼0𝑟
𝑘 + 𝛼1𝑟

𝑘−1 +⋯+ 𝛼𝑘𝑟
0 = ریشه متمایز باشد، پاسخ  kرای اد 0

 بازگشتی برابر است با 

𝑧𝑛 = 𝑐1𝑟1
𝑛 + 𝑐2𝑟2

𝑛 +⋯+ 𝑐𝑘𝑟𝑘
𝑛 

 مثال

{
 

 𝑧𝑛 − 3𝑧𝑛−1 − 4𝑧𝑛−2 = 0

𝑧0 = 0

𝑧1 = 1
 

𝑧𝑛 = 𝑟
𝑛 
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(𝑟2 − 3𝑟 − 4) = 0 

𝑟2 − 3𝑟 − 4 = (𝑟 − 4) (𝑟 + 1) = 0 

𝑧𝑛 = 4
𝑛
, 𝑧𝑛 = (−1)𝑛 

𝑧𝑛 = 𝑐4
𝑛
+ 𝑑(−1)𝑛 

𝑧0 = 𝑐 + 𝑑 = 0 

𝑧1 = 4𝑐 − 𝑑 = 1 

𝑐 =
1

5
, 𝑑 = −

1

5
⟹ 𝑧𝑛 = 2

𝑛
 

 

 

 بازگشتی مستقیم -فیبوناتچی مثال

Alg. Fib(n): 
 if n <= 1:  
  return n 
 else: 
  return Fib(n – 1) + Fib(n – 2) 

 

 گاهباشد. آن Fib(n)های تعداد فراخوانی anکنیم فرض می -حل

 {
an = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1
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bnحال  = 𝑎𝑛 +  ودن یك به طرفین معادلات داریم:زو اف 1

{

bn = 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛−2 

𝑏0 = 2, 𝑏1 = 2
 

 توان حل کرد. رابطه را به دو صورت می

 کنیم. استفاده می هاز معادله مشخص  -الف

𝑟2 − 𝑟 − 1 = 0⟹ 𝑟1, 𝑟2 =

1 ±√5

2
 

 پس 

𝑏𝑛 = 𝑐1

(

 
1+√5

2
)

 

𝑛

+ 𝑐2

(

 
1−√5

2
)

 

𝑛

  

 با اعمال شرایط مرزی داریم:

𝑏0 = 2 ⟹ 2 = 𝑐1 + 𝑐2 

𝑏1 = 2 ⟹ 2 = 𝑐1

(

 
1 +√5

2
)

 + 𝑐2

(

 
1−√5

2
)

  

 در نتیجه
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 𝑐1 = −(
1−√5

2
)𝑐2و(

1−√5

2
)  

 و 

𝑏𝑛 =
2

√5
(

 
1+√5

2
)

 

𝑛+1

−
2

√5
(

 
1 −√5

2
)

 

𝑛+1

 

 و

𝑎𝑛 =
2

√5
(

 
1 +√5

2
)

 

𝑛+1

−
2

√5
(

 
1−√5

2
)

 

𝑛+1

− 1 

 در نهایت 

𝑎𝑛 = 2𝐹𝑛+1 − 1 

𝐹𝑛  عددn- .ام فیبوناتچی است 

 اده از سری مولدفبا است -ب

{
an = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1
 

 کنیم:سری مولد را به صورت زیر تعریف می
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𝐴(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

  

𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=2

 

𝐴(𝑥) = 1+ 𝑥 +∑(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 1) 𝑥𝑛
∞

𝑛=2

 

𝐴(𝑥) =
1− 𝑥 + 𝑥2 

(1 − 𝑥 − 𝑥2)(1 − 𝑥)
 

 

باشد، آن مضاعفای زگشتی خطی همگن دارای ریشهااگر معادله مشخصه ب -قضیه

 گاه 

𝑧𝑛 = 𝑟
𝑛, 𝑧𝑛 = 𝑛𝑟

𝑛, 𝑧𝑛 = 𝑛
2𝑟𝑛, … , , 𝑧𝑛 = 𝑛

𝑚−1𝑟𝑛 

 حل بازگشتی -مثال

𝑧𝑛 − 7𝑧𝑛−1 + 15𝑧𝑛−2 − 9𝑧𝑛−3 = 0 

𝑧0 = 0, 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 2 

 یافتن معادله مشخصه -1

𝑟3 − 7𝑟2 + 15𝑟 − 9 = 0 
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 حل معادله مشخصه -2

𝑟3 − 7𝑟2 + 15𝑟 − 9 = (𝑟 − 1) (𝑟 − 3)
1
= 0 

 

 اعمال قضیه -3

𝑧(𝑛) = 𝑎1
𝑛
+ 𝑏3

𝑛
+ 𝑐𝑛3

𝑛
 

 

 استفاده از  مقدار اولیه جهت تعیین ضرائب -4

𝑧0 = 0 = 𝑎1
0
+ 𝑏3

0
+ 𝑐(0)3

0
 

𝑧1 = 1 = 𝑎1
1
+ 𝑏3

1
+ 𝑐 (1) 3

1
 

, 𝑧2 = 2 = 𝑎1
2
+ 𝑏3

2
+ 𝑐 (2) 3

2
 

𝑎 + 𝑏 = 0 

𝑎 + 3𝑏 + 3𝑐 = 1 

𝑎 + 9𝑏 + 18𝑐 = 2 

 معادله نهایی -5
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𝑧(𝑛) = (−1) (1
𝑛
) + (1) (3

𝑛
)(−

1

3
) (𝑛3

𝑛
)

= −1+ 3
𝑛
− 𝑛3

𝑛−1
 

 

 قضیه را اثبات کنید.  -تمرین

 

  -تمرین

𝑧(n) =  5z(n − 1) − 7z(n − 2) + 3z(n − 3), n > 2 

z(0) = 1, z(1) = 2, z(2) = 3 

 

 بازگشتی خطی ناهمگن

  -تعریف

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑓(𝑛) 

پس صرفا توابعی خاصی را نشده است.  ابداعگن ناهم ةمعادل حل تاکنون الگوریتم

 از موارد خاص است.  مثال زیرکنیم. بررسی می

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑏
𝑛𝑝(𝑛) 

بازگشتی خطی همگن حل کرد. مثال زیر  هتوان با تبدیل آن بحالت خاص اخیر را می

 را ببینید. 
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𝑧𝑛 -مثال − 3𝑧𝑛−1 = 4
𝑛
, 𝑧0 = 0, 𝑧1 = 4 

nبا  nجانشینی  -1 − 1 

𝑧𝑛−1 − 3𝑧𝑛−2 = 4
𝑛−1

 

 4له اصلی بر دتقسیم دو طرف معا -2

𝑧𝑛

4
−

3𝑧𝑛−1

4
= 4

𝑛−1
 

چپ پس سمت  دارای سمت راست یکسان هستند.  2و  1دو معادله بخش  -3

  ها هم با هم برابر است و در نتیجه داریم،معادله

𝑧𝑛

4
−

7𝑧𝑛−1

4
+ 3𝑧𝑛−2 = 0 

 یا 

𝑧𝑛 − 7𝑧𝑛−1 + 12𝑧𝑛−2 = 0 

 امکان حل با معادله بازگشتی خطی همگن

𝑟2 − 7𝑟 + 12 = (𝑟 − 3) (𝑟 − 44) = 0 

𝑧(𝑛) = 𝑎3
𝑛
+ 𝑏4

𝑛
 

 با اعمال شرایط اولیه داریم

𝑧(𝑛) = +4
𝑛+1

− 4 (3
𝑛
) 
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3پس دارای دو جواب 
𝑛

4و    
𝑛

سخ نخست از جواب همگن حاصل شده است. ااست. پ 

 شود. ی حاصل میشتسخ دوم از بخش ناهمگن معادله بازگاپ

 قضیه معادله بازگشتی خطی ناهمگن به صورت 

𝑎0𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧n−1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑧n−k = 𝑏
𝑛𝑝(𝑛) 

 توان به معادله خطی باگشتی همگن با معادله مشخصی زیر می ار

 

(𝛼0𝑟
𝑘 + 𝛼1𝑟

𝑘−1 +⋯+ 𝛼𝑘𝑟
0) (𝑟 − 𝑏)𝑑+1 = 0 

 

رای دو بخش معادله اپس معادله مشخصه داست.  p(n)درجه   dل کرد که یتبد

 گن معادله بازگشتیممتناظر بازگشت همگن و ضریب حاصل از بخش ناهمشخصه 

 است.

  -مثال

𝑧(𝑛) − 3𝑧 (𝑛 − 1) = 4
𝑛
(2𝑛 + 1) , 𝑛 > 1 

𝑧(0) = 0, 𝑧 (1) = 12 

 له مشخصه از بخش همگن معادلهدن معاتفای  -1

𝑧(𝑛) − 3𝑧 (𝑛 − 1) = 0 ⟹ 𝑟 − 3 = 0 ⟹ 𝑟 = 3 

 

 یافتن بخش متناظر ناهمگن معادله -2



 تحلیل و پیچیدگی زمان

46 

 

(𝑟 − 𝑏)𝑑+1 = (𝑟 − 4)
1+1

= (𝑟 − 4)
2
 

 

 و حل معادله اخیر اعمال قضیة -3

(𝑟 − 3) (𝑟 − 4)
2
= 0 

 

 اعمال قضیه قبلی -4

𝑧(𝑛) = 𝑎3
𝑛
+ 𝑏4

𝑛
+ 𝑐𝑛4

𝑛
 

 

 با بررسی شرایط اولیه -5

𝑧(𝑛) = 20 (3
𝑛
) − 20 (4

𝑛
) + 8 (𝑛4

𝑛
) 

 

z(n) -تمرین − z (n − 1) = n − 1, 𝑧(0) = 0 

 کنید.  اثباتقضیه را  -تمرین

 

 تغییر متغیر ) تبدیل دامنه(

  -مثال
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𝑍(𝑛) = 𝑍(
𝑛

2
) + 1, 𝑍 (1) =  1 

𝑛 = 2
𝑘
, 𝑘 = log 𝑛 

𝑍 (2
𝑘
) = 𝑍(

2
𝑘

2
)+ 1 = 𝑍 (2

𝑘−1
) + 1 

𝑧𝑘 = 𝑍 (2
𝑘
) 

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−1 + 1 

𝑧𝑘 = 𝑘 

𝑍 (2
𝑘
) = 𝑧𝑘 = 𝑘 ⟹ 𝑍(𝑛) = log 𝑛 

 

𝑍(𝑛) =  1 + 𝑙𝑜𝑔𝑛 

  -مثال

 

𝑍(𝑛) = 2𝑍(
𝑛

2
) + 𝑛 − 1, 𝑍 (1) = 0 

𝑛 = 2
𝑘
, 𝑘 = log 𝑛 
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𝑍 (2
𝑘
) = 2𝑍(

2
𝑘

2
)+ 2

𝑘
− 1 = 2𝑍 (2

𝑘−1
) + 2

𝑘
− 1 

𝑧𝑘 = 𝑍 (2
𝑘
) 

𝑧𝑘 = 2𝑧𝑘−1 + 2
𝑘
− 1 

𝑧𝑘 = 2
𝑘
+ 𝑘2

𝑘
 

𝑍 (2
𝑘
) = 2

𝑘
+ 𝑘2

𝑘
= 𝑘 ⟹ 𝑍(𝑛) = 𝑛 + 𝑛 log𝑛 

 

𝑍(𝑛) = 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 − (𝑛 − 1) 

  -تمرین

𝑍(𝑛) = 7𝑍 (
𝑛

2
) + 18(

𝑛

2
)

2

, 𝑍 (1) = 0 

 حل معادلات بازگشتی با جانشینی

 توان از صنعت جانشینی بهرهخ رسید میاسهای قبل به پدر صورتی که نتوان با روش

 برد. 

 -مثال

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2

𝑛
, 𝑧1 = 0 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2

𝑛
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𝑧𝑛−1 = 𝑧𝑛−2 +
2

𝑛 − 1
 

𝑧𝑛−2 = 𝑧𝑛−3 +
2

𝑛 − 2
 

⋮ 

𝑧2 = 𝑧1 +
2

2
 

𝑧1 = 0 

 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 +
2

𝑛
 

= 𝑧𝑛−2 +
2

𝑛 − 1
+

2

𝑛
 

= 𝑧𝑛−3 +
2

𝑛 − 2
+

2

𝑛 − 1
+

2

𝑛
 

⋮ 

= 0 +
2

2
+

2

𝑛 − 2
+

2

𝑛 − 1
+

2

𝑛
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= 2∑
1

𝑖

n

i=2

= 2 ln 𝑛 

 درختی وشر

z(n) = 2z (
n

2
) + θ(n) 

 

 

 

 z(n) = 3z (
n

4
) + θ(n2) 
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𝑧(𝑛) = 𝑛2 +
3

16
𝑛2 + (

3

16
)

2

𝑛2 +⋯+ (
3

16
)

log4 𝑛

𝑛2

+ θ(𝑛
log4 3

) 

= ∑ (
3

16
)

𝑖

𝑛2

log4 𝑛

𝑖=0

+ θ(𝑛
log4 3

) 

<∑(
3

16
)

𝑖

𝑛2
∞

𝑖=0

+ θ(𝑛
log4 3

) 
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=
1

1− (
3

16
)

𝑛2 + θ(𝑛
log4 3

) 

=
16

13
𝑛2 + θ(𝑛

log4 3
) 

= 𝑂 (𝑛2) 

 

 مثال نامنظم

𝑇(𝑛) = 𝑇(
𝑛

3
) + 𝑇(

2𝑛

3
) + 𝜃(𝑛) 

 

 

𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛  
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 حل روابط تقسیم و غلبه. فرض کنیم که  یاصل قضیه

{
𝑧(𝑛) = 𝑎𝑧 (

𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘

𝑡 (1) = 𝜃 (1)
 

𝑎اعداد مثبت و  cو  bو  aکه  ≥ bو  1 >  گاه، آن1

𝑏𝑘اگر  -الف < 𝑎 گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) 

𝑏𝑘اگر  -ب = 𝑎 گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑘 log 𝑛) 

𝑏𝑘اگر  -چ > 𝑎 گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑘) 

  -اثبات

𝑧(𝑛)نکته: درصورت جانشینی  = 𝑎𝑧 (
𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘  با𝑧(𝑛) ≤ 𝑎𝑡 (

𝑛

𝑏
) +

𝑐𝑛𝑘 (𝑧(𝑛) ≥ 𝑎𝑡 (
𝑛

𝑏
) + 𝑐𝑛𝑘 نتایج با )O  یاΩ  .جانشین خواهد شد 

𝑧(𝑛) -مثال = 8z (
𝑛

4
) + 5𝑛2 

8 < 4
2
⟹ 𝑧(𝑛) ∈ Θ(𝑛2) 

𝑧(𝑛) -مثال = 9z (
𝑛

3
) + 5𝑛1 

9 > 3
1
⟹ 𝑧(𝑛) ∈ Θ(𝑛

log3 9
) = Θ(𝑛2) 

𝑧(𝑛) -مثال = 2𝑧 (
𝑛

2
) + 1 
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𝑧(𝑛) -مثال = 2𝑧 (
𝑛

2
) + 𝑛 

𝑧(𝑛) -مثال = 𝑧 (
2𝑛

3
) + 1 

𝑧(𝑛) -مثال = 3z (
𝑛

3
) + 𝑛2 

 

 حل روابط تقسیم و غلبه عمومی قضیه

 معادله بازگشتی زمان اجرای الگوریتمی  عبارت است از فرض کنیم که  

{
𝑧(𝑛) = 𝑎𝑧 (

𝑛

𝑏
) + 𝑓(𝑛), 𝑛 = 𝑏𝑚

𝑧 (1) = 𝜃 (1)
 

𝑎اعداد مثبت و  cو  bو  aکه  ≥ bو  1 > 1 ،C>0  وf(n)>0 گاهآن 

𝑓(𝑛)اگر  -الف = 𝑜(𝑛log𝑏 𝑎) گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) 

𝑓(𝑛)اگر  -ب = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎) گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛log𝑏 𝑎 log 𝑛) 

𝑓(𝑛)اگر  -چ = 𝜔(𝑛log𝑏 𝑎) گاه آن𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑓(𝑛)) 

 

𝑧(𝑛) -مثال = 100𝑧 (
𝑛

99
) + log𝑛! 

𝑧(𝑛) -مثال = 8𝑧 (
𝑛

9
) + 𝑛 log𝑛 
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𝑧(𝑛) -مثال = 4z (
𝑛

2
) + 5𝑛2 + 𝑛𝑙𝑜𝑔 𝑛 + 6𝑛 

𝑧(𝑛)اگر در رابطه  -لم = 𝑎𝑧 (
𝑛

𝑏
) + 𝑓(𝑛)  داشته باشیم𝑓(𝑛) =

𝜃(𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗 𝑛) گاهآن 𝑧(𝑛) = 𝜃 (𝑛log𝑏 𝑎 log𝑗+1 𝑛) 

 کنید.  ثباتا -تمرین

 

 

 باتزی-بازگشت اکرا

𝑧(𝑛) = 𝑓(𝑛) +∑𝑎𝑖𝑧(
𝑛

𝑏𝑖
)

𝑘

𝑖=1

 

𝑧(𝑛) = 𝜃(𝑛𝑝) + 𝜃(𝑛𝑝 ∫
𝑓(𝑥)

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥

𝑛

𝑛′

) 

 پیوست مقدمات ریاضی
 : خاصیت یکنوائی

  تابع𝑓(𝑛)  افزایشی یکنوا است اگر𝑚 ≤ 𝑛 گاه آن𝑓(𝑚) ≤ 𝑓(𝑛). 

  تابع𝑓(𝑛)  کاهشی یکنوا است اگر𝑚 ≤ 𝑛 گاه آن𝑓(𝑚) ≥ 𝑓(𝑛). 

  تابع𝑓(𝑛)  اکیدا افزایشی یکنوا است اگر𝑚 < 𝑛 گاه آن𝑓(𝑚) <

𝑓(𝑛). 

  تابع𝑓(𝑛)  اکیدا کاهشی یکنوا است اگر𝑚 < 𝑛 گاه آن𝑓(𝑚) >

𝑓(𝑛). 
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 سقف و کف

 ⌊𝑛⌋ = 𝑛 = ⌈𝑛⌉ 
 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ ≤ x ≤ ⌈𝑥⌉ < 𝑥 + 1 

 −⌊𝑥⌋ = ⌈−𝑥⌉  یا−⌈𝑥⌉ = ⌊−𝑥⌋ 

 ⌈
𝑛

2
⌉ + ⌊

𝑛

2
⌋ = 𝑛 

 ⌈
⌈
𝑛

𝑎
⌉

b
⌉ = ⌈

n

ab
⌉ 

 ⌊
⌊
𝑛

𝑎
⌋

b
⌋ = ⌊

𝑛

𝑎𝑏
⌋ 

 ⌈
𝑎

b
⌉ ≤

(𝑎+(𝑏−1))

𝑏
 

 ⌊
𝑎

𝑏
⌋ ≥

(𝑎+(𝑏−1))

𝑏
 

 ⌊𝑛 + 𝑥⌋ = 𝑛 + ⌊𝑥⌋ 

 ⌈𝑛 + 𝑥⌉ = 𝑛 + ⌈𝑥⌉ 

 ریاضی پیمانه

 𝑎%𝑛 = 𝑎 − 𝑛 ⌊
𝑎

𝑛
⌋ 

 0 ≤ 𝑎%𝑛 < 𝑛 

 هانمایی

 lim
n→∞

𝑛𝑏

𝑎𝑛
= 0 

 𝑛𝑏 = 𝑜(𝑎𝑛) 

 𝑒𝑥 = ۱ + 𝑥 +
𝑥۲

۲
+⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+⋯ 

 ۱+ 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 

  اگر|x| ≤ +۱گاه ، آن1  𝑥 ≤ 𝑒𝑥 ≤ ۱+ 𝑥 + 𝑥۲ 
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 𝑒𝑥 = ۱ + 𝑥 + θ (𝑥۲) 

 lim
n→∞

(1+
𝑥

n
)
n
= 𝑒𝑥 

 

 لگاریتم

 𝑎 = 𝑏log𝑏𝑎 

 log𝑏𝑎 =
log𝑐𝑎

log𝑐𝑏
 

 log𝑏 (
1

𝑎
) = −log𝑏𝑎  

 log𝑏𝑎 =
1

log𝑎𝑏
 

 𝑎log𝑏𝑛 = 𝑛log𝑏𝑎 

  اگر𝑥 < 𝑦 گاه آنlog 𝑥 < log 𝑦 

 هاایدوجمله

 (𝑥 + 𝑦)𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑟
)𝑛

𝑟=0 𝑥𝑛−𝑟𝑦𝑟 

 (
𝑛
𝑟
) = (

𝑛
𝑛 − 𝑟

) 

 (
𝑛
𝑟
) = (

𝑛 − 1
𝑟

) + (
𝑛 − 1
𝑟 − 1

) 

 ∑ (
𝑚
𝑟
)(

𝑛
𝑘 − 𝑟

)𝑘
𝑟=0 = (

𝑚 + 𝑛
𝑘

) 

 هافاکتوریل

 𝑛! = 𝑜(𝑛𝑛) 

 𝑛! = 𝜔 (2
𝑛
) 

 log(𝑛!) = Θ(𝑛 log 𝑛) 
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 𝑛! = √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛
(1+ 𝜃 (

1

𝑛
)) 

 𝑛! = √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛
𝑒𝛼𝑛    به طوری که

1

12𝑛+1
< 𝛼𝑛 <

1

12𝑛
 

 استرلینگ معادلة 𝑛! ≅ √2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

 هاسری

∑𝑟

𝑛

𝑟=0

=
𝑛 (𝑛 + 1)

2
 

∑𝑎𝑟
𝑛

𝑟=0

=
𝑎𝑛+1 − 1

𝑎 − 1
 

∑𝑎𝑟
∞

𝑟=0

=
1

1 − 𝑎
, 0 < 𝑎 < 1 

 

 


